
Sessione straordinaria 2008 Liceo sperimentale                                      Soluzione di Nicola De Rosa 

www.matematicamente.it 
1

 
 

 



Sessione straordinaria 2008 Liceo sperimentale                                      Soluzione di Nicola De Rosa 

www.matematicamente.it 
2

PROBLEMA1 

Punto 1 

Studiamo la funzione ( ) ( ) 122 2 −−= xxxf  

• Dominio: ] ] [ [+∞∪−∞−∈⇒≥− ,11,012 xx  

• Intersezioni asse ascisse: ( ) ( )
1

2
01

02
0122 2

2

±=
=

⇒
=−

=−
⇒=−−=

x
x

x
x

xxxf  da cui 

deduciamo che le intersezioni con l’asse delle ascisse sono tre; 

• Intersezioni asse ordinate: non ve ne sono in quanto 0=x  non appartiene al dominio; 

• Eventuali simmetrie: la funzione non è né pari né dispari; 

• Positività: ( ) ( )
( ) ] [ ] [2,11,

11
2

01
02

0 2 ∪−∞−∈⇒
>∨−<

<
⇒

>−

>−
⇒> x

xx
x

x
x

xf ; 

• Asintoti verticali: non ve ne sono in quanto ( ) ( ) 0lim,0lim
11

==
+− →−→

xfxf
xx

; 

• Asintoti orizzontali: non ve ne sono in quanto ( ) ∞=
±∞→

∓xf
x
lim ; 

• Asintoti obliqui: nemmeno esistono in quanto ( )
−∞=

±∞→ x
xf

x
lim  ; 

• Crescenza e decrescenza: la derivata prima è 

( ) ( ) ( )
1

1222
1

212'
2

2

2

2

−

++−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−
⋅−+−−=

x
xx

x
xxxxf  per cui, tenendo conto del 

dominio  ] ] [ [+∞∪−∞−∈ ,11,x  si ha 

  

( )

( )

( )
2

310'

2
3110'

2
3110'

+
=⇒=

+
>∨−<⇒<

+
<<⇒>

xxf

xxxf

xxf

 

Dal segno della derivata prima deduciamo che la funzione presenta un massimo relativo 

all’ascissa 
2

31+
=x , ( )⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⋅

+
= 33

4
3,

2
31

4M . Inoltre si deduce che la funzione non è 

derivabile in 1±=x . 

• Concavità e convessità: la derivata seconda della funzione è ( ) ( )
( )2

3
2

3

1

2322''
−

−+−
=

x

xxxf  , per 

cui ci saranno flessi se ( ) 0232 3 =+−= xxxg .  Per risolvere l’equazione cubica possiamo 
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avvalerci del metodo di Cardano per le equazioni cubiche del tipo 03 =++ qpxx . Il 

discriminante dell’equazione è 
274

32 pq
+=Δ  e nel caso in esame, con 1,

2
3

=−= qp  vale 

8
1

=Δ  e secondo i risultati del metodo di Cardano l’equazione ammette un’unica radice 

reale e due soluzioni complesse e coniugate. La soluzione reale è 

476.1
4
2

2
1

4
2

2
1

27422742
333

32
3

32

−≅−−++−=+−−+++−=
pqqpqqx , per cui la 

funzione presenterà un flesso a tangente obliqua nel punto ( )547.7,476.1−=F . 

Il grafico è di seguito presentato: 

 
Punto 2 

Il volume richiesto è  

( ) ( ) ( ) ( )

5
4

5
9

5
84

4211
5
188816

5
32442

5
4

44344124

2

1

234
5

2

1

2342
2

1

2
2

1

2

ππ

ππ

πππ

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −++−−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −++−=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−++−=

=−++−=−−== ∫∫∫

xxxxx

dxxxxxdxxxdxxfV

 

Punto 3 

I punti A e B hanno coordinate ( ) ( )3,2,3,2 −== BA . Il rettangolo inscritto nel segmento 

iperbolico è di seguito presentato: 
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I vertici del rettangolo, posto ( )2,1∈x , sono  

( )
( )
( )
( )1,2

1,2

1,

1,

2

2

2

2

−

−−

−−

−

xF

xE

xxD

xxC

 

cui corrispondono i lati ( )xDECFxFECD −==−== 2,12 2 . Di conseguenza l’area del 

rettangolo è ( ) ( ) ( ) 122212 22 −−=−⋅−=⋅= xxxxCFCDxS  cioè è pari alla funzione discussa 

al Punto 1 ed  assume, secondo quanto già trovato, un massimo relativo all’ascissa 
2

31+
=x . 

Quindi l’area massima vale ( )33
4
3

2
31

4 −⋅=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +S . I vertici del rettangolo di area massima 

sono: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +

4

4

4

4

4
3,2

4
3,2

4
3,

2
31

4
3,

2
31

F

E

D

C

 

Punto 4 

L’equazione dell’iperbole in forma implicita è 12 −±= xy ; il lato della sezione esagonale 

regolare scaturita dall’intersezione della sezione iperbolica di base con un piano parallelo ad AB è 

122 2 −= xy  con ( )2,1∈x ; di conseguenza l’area dell’esagono regolare, essendo formato da 6 
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triangoli equilateri di lato 122 2 −= xy , è ( ) ( ) ( ) ( )13614
2

33
4
36 222 −=−⋅=⋅= xxxlxS . 

Integrando tale area in  ( )2,1  otteniamo un volume pari a 

 ( ) 38
3
4361

3
12

3
836

3
36136

2

1

32

1

2 =⋅=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⋅=−= ∫ xxdxxV . 

PROBLEMA2 

Punto 1 

Per studiare la continuità della funzione nei punti 1±=x  calcoliamo i limiti seguenti: 

0lim

0lim

0
1

1
1

1

0
1

1
1

1

2

2

===

===

∞−−

−→

∞−−

→

−

+

−

−

eee

eee

x

x

x

x  

per cui la funzione è continua nei punti di ascissa 1±=x . 

Punto 2 

Studiamo la funzione ( ) 1
1
2 −= xexg  con ( )1,1−∈x . 

• Dominio: ( )1,1
11

1
11
012

−∈⇒
⎩
⎨
⎧

<<−
±≠

⇒
⎩
⎨
⎧

<<−
≠−

x
x

x
x

x
 

• Intersezioni asse ascisse: non ve ne sono, in quanto la funzione è prolungabile per continuità 

nei punti di ascissa 1±=x  in cui si annulla, che tuttavia non appartengono al dominio 

( )1,1−∈x ; 

• Intersezioni asse ordinate: 10 −=⇒= eyx ; 

• Eventuali simmetrie: la funzione è pari poiché ( ) ( )xgxg =− ; 

• Positività: trattandosi di una funzione esponenziale, essa è sempre positiva nel dominio di 

definizione; 

• Asintoti verticali: non ve ne sono in quanto 

0lim

0lim

0
1

1
1

1

0
1

1
1

1

2

2

===

===

∞−−

−→

∞−−

→

−

+

−

−

eee

eee

x

x

x

x ; 

• Asintoti orizzontali: non ve ne sono in quanto il dominio della funzione è ( )1,1−∈x ; 

• Asintoti obliqui: non ve ne sono in quanto il dominio della funzione è ( )1,1−∈x ; 
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• Crescenza e decrescenza: la derivata prima è ( )
( ) ⎥

⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−

−
⋅= −

22
1

1

1
2' 2

x
xexg x  per cui, tenendo 

conto del dominio  si ha 

  
( )
( )
( ) 00'

100'
010'

=⇒=
<<⇒<
<<−⇒>

xxg
xxg

xxg
 

Dal segno della derivata prima deduciamo che la funzione presenta un massimo relativo in 

( )1,0 −= eM . 

• Concavità e convessità: la derivata seconda della funzione è ( ) ( )
( )42

4
1

1

1
132'' 2

−

−
⋅= −

x
xexg x  , per 

cui ci saranno due flessi  a tangente obliqua alle ascisse 
4 3
1

±=x , 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=

+
−

+
−

2
33

42
2

33

41 ,
3

1,,
3

1 eFeF . 

Il grafico è di seguito presentato: 

 
Punto 3 

Il punto di ascissa 
2

1
=x  è ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −2,
2

1 eP . La retta normale è la retta perpendicolare alla retta 

tangente alla curva di equazione ( ) 1
1
2−= xexg  in ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −2,
2

1 eP  e quindi avrà come coefficiente 

angolare il reciproco cambiato di segno del coefficiente angolare della retta tangente alla curva in 

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −2,
2

1 eP ; in particolare la tangente ha equazione 
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( )
222

2
1

22
1

1
2

2
224

2
1

1
2

2
1

2
1' 2 −−−

=

−− +⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−=+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−

−
⋅=+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
= exeex

x
xeexgy

x

x  e la 

normale 222
2 2

2
8
2

2
1

24
1 −−

−
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−

−
−= exeex

e
y . Di seguito la rappresentazione 

nello stesso riferimento cartesiano della curva, della tangente e della normale. 

 
Punto 4 

Data la simmetria pari della funzione ( ) 1
1
2 −= xexg , l’area richiesta sarà pari a dxeS x∫ −=

1

0

1
1
22 . 

Scegliamo di suddividere l’intervallo ( )1,0  in 4 intervallini di ampiezza 
4
1 . Applicando il metodo di 

Cavalieri Simpson, si ha: 

 
( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) =

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⋅++⋅+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +

⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

≅= ∫ −
231

40
1

0

1
1

3
2

3
4

34
0122 2 xgxgxg

xgxg
dxeS x  

 
( ) ( )

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅+⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ +

⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

2
1

3
2

4
3

4
1

3
4

3
10

4
12 ggggg  

446.0
3
2

3
4

3
0

2
1 3

4
7

16
15
161

≅
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⋅+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⋅+

+
⋅=

−−−−

eeee . 

L’errore commesso nell’applicazione del metodo di Cavalieri Simpson è ( ) M
n
abe ⋅

−
≤ 4

5

180
 con 

( )xgM IVmax=  in [ ]ba, . Nel caso in esame 4,1,0 === nba  e ( ) 8316max ≅= xgM IV  per cui 

l’errore commesso è maggiorato da 18.0
256180

8316
≅

⋅
≤e . Infatti il valore dell’area fornito da 
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Mathematica è 0.443994 che differisce di circa 3102 −⋅  da quello calcolato mediante il metodo di 

Cavalieri Simpson. 

QUESTIONARIO 

Quesito 1 

Ognuno dei 4 triangoli isosceli che compongono la superficie laterale ha area 
4
s , per cui detto 0>l  

il lato del quadrato di base, l’altezza di ogni triangolo è 
l

shT 2
= . 

L’altezza della piramide, supposto sllsl
l

sh l
T <<⎯→⎯>⇒>= > 0

22
02 , di conseguenza è pari a 

l
lsl

l
slhh T 2442

422

2

22
2 −

=−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−= .  Il volume della piramide è allora 

( )
63

2

3

42

42
2

lsll
lsl

hAlV B −
=

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
⋅

=
⋅

= . La massimizzazione della funzione volume la 

effettuiamo mediante derivazione. La derivata prima è 

( )
42

42

42

3
42

6
32

6
1'

ls
ls

ls
lllslV

−

−
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−

−
⋅+−=  per cui, tenendo conto della limitazione 

sl <<0 , si ha: 

( )

( )

( ) 4
2

4
2

4
2

3
0'

3
0'

3
00'

sllV

slslV

sllV

=⇒=

<<⇒<

<<⇒>

 

In virtù del segno della derivata prima il volume massimo lo si ha per 4
2

3
sl =  e vale 

4
2
3

max 27
4

6
sV = . 

Quesito 2 

Il limite richiesto si presenta nella forma indeterminata 
∞
∞  per cui possiamo applicare il teorema di 

De L’Hospital per calcolarlo. Si ha: 
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L 

l 

R 

120° 

1coslim

sin
cos

cos
1

sin
cos

lim
tanln
sinlnlim 2

0

2

00
==

⋅
=

→→→
x

x
x

x

x
x

x
x

xxx
. 

Alternativamente possiamo calcolarlo nel modo seguente: 

1
01

1
01

1

sinln
cosln1

1lim
coslnsinln

sinlnlim

cos
sinln

sinlnlim
tanln
sinlnlim

0000
=

+
=

∞−
−

=
−

=
−

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

=
→→→→

x
xxx

x

x
x
x

x
x

xxxx
 

Quesito 3 

La funzione ( ) xxxf 21 −+=  nell’intervallo [ ]3,2−  può essere scritta come 

( )
⎩
⎨
⎧

≤≤−
−<≤−−

=−+=
 31          1
12     31

21
 x-x

x-x
xxxf . 

Tale funzione è continua in 1−=x  in quanto ( ) ( ) 21lim,231lim
11

=−=−−
+− −→−→

xx
xx

, per cui essa è 

continua in tutto l’intervallo [ ]3,2− ; la derivata prima è ( )
⎩
⎨
⎧

≤≤−
−<≤−

=
 31      1
12     3

'
 x-

x-
xf  da cui 

deduciamo che in 1−=x  la funzione presenta un punto angoloso e pertanto non è derivabile.  

Poiché una delle ipotesi del teorema di Lagrange, oltre alla continuità della funzione nell’intervallo 

[ ]3,2− , è la derivabilità della funzione in ( )3,2− , deduciamo che nel caso in esame esso non è 

applicabile. 

Quesito 4 

Il dominio è ] [3,
2

03
02
03

:
2

−∞−∈⇔
⎩
⎨
⎧

−≤
>∨−<

⇔
⎩
⎨
⎧

≥−−
>+

x
x

xx
x
xx

D . Notiamo che la funzione è 

prolungabile per continuità anche nel punto 3−=x  e vale ( ) 00 =y .  

Quesito 5 

Indichiamo con lRL ,,  rispettivamente il lato del triangolo  

equilatero circoscritto, il raggio del cerchio inscritto ed  

il lato del triangolo equilatero inscritto nel cerchio. 

Il raggio del cerchio inscritto nel triangolo equilatero di lato L è 
p
SR =  

dove S  e p sono rispettivamente l’area e il semiperimetro del triangolo 

circoscritto, per cui 
6

3

2
3
4

32

L
L

L

R == . Il lato del triangolo inscritto nel cerchio di raggio 
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6
3LR = , applicando il teorema di Carnot è ( )

2
3120cos2 222 LRRRRl ==°−+= . Quindi il 

rapporto tra il lati del triangolo inscritto e circoscritto al cerchio è 
2
1

=
L
l  da cui si deduce che il 

rapporto tra le rispettive aree è 
4
1 . In conclusione, poiché la probabilità che il punto sia interno al 

triangolo minore è data dal rapporto tra le aree del triangolo minore e maggiore, ricaviamo che essa 

è pari a 
4
1 . 

Quesito 6 

Per calcolare la probabilità richiesta è necessario innanzitutto individuare il numero di tutti i 

possibili ordini in cui possono essere assunti 2 M e 3 F; tale numero equivale al numero di 

disposizioni di 5 oggetti in due posti (disposizione di 2 maschi su 5) o al numero di disposizioni di 5 

oggetti in tre posti (disposizione di 3 femmine su 5), e cioè al numero di combinazioni semplici 

10
62

120
!3!2

!5
3,52,5 =

⋅
=

⋅
== CC . Tale numero va moltiplicato per la probabilità che escano 2 M e 3 F 

in uno dei 10 ordini possibili. La probabilità che l’ordine di assunzione sia MMFFF è data da 

104
3

12
5

13
6

14
7

15
8

16
9

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  e tale probabilità non cambia al variare della sequenza di 

assunzione; infatti la probabilità, ad esempio, che la sequenza di assunzione sia FFMFM è sempre 

104
3

12
8

13
5

14
9

15
6

16
7

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  e così via per le restanti 8 sequenze. In conclusione la 

probabilità richiesta è 
52
15

104
310 =⋅=p . 

Quesito 7 

La funzione ( ) xxxf += ln  è definita in ( )+∞,0  e presenta come derivata prima ( ) 11' +=
x

xf  per 

cui essa è strettamente crescente in tutto il suo dominio; inoltre poiché  

( )

( ) +∞=+

<
−

=+

+∞→

→ −

xx
e

exx

x

ex

lnlim

01lnlim
1  

a norma del teorema degli zeri la funzione presenterà uno zero in ( )+∞− ,1e , e data la stretta 

crescenza tale zero sarà unico. 

Per calcolarlo basta utilizzare uno dei metodi numerici a disposizione, come ad esempio il metodo 
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delle tangenti che si basa sulla formula ricorsiva 
( )
( )n

n
nn xf

xf
xx

'1 −=+  di punto iniziale 1
0

−= ex  in cui 

la funzione e la sua derivata seconda risultano concordi. Sviluppando tale metodo e fornendo di 

volta in volta le approssimazioni con tre cifre decimali visto che se ne richiedono due esatte, si ha: 

1. 1
0

−= ex  

2. 
( )
( ) 538.0

11
ln

'
1

11
1

0

0
01 ≅

+

+
−=−=

−

−−
−

e

eee
xf
xf

xx  

3. ( )
( ) 567.0

1
538.0
1

538.0538.0ln538.0
' 1

1
12 ≅

+

+
−=−=

xf
xfxx  

4. ( )
( ) 567.0

1
567.0
1

567.0567.0ln567.0
' 2

2
23 ≅

+

+
−=−=

xf
xfxx  

Dallo sviluppo del metodo deduciamo che la soluzione dell’equazione con due cifre decimali esatte 

è 567.0≅α . 

Quesito 8 

Risolviamo l’integrale definito ( ) ∫=
x

t dttexf
1

.  

Integrando per parti si ha ( ) ( )[ ] ( ) xxt
x

t exetdttexf 11 1
1

−=−== ∫ . 

Tale funzione è definita in tutto R per cui non presenterà asintoti verticali. 

Vediamo se presenta asintoti orizzontali, si ha: 

( )

( ) ( ) ( ) 011lim1lim f.i. 1lim1lim

1lim

HospitalL' De =
∞−

=
−

=
−

⎯⎯⎯⎯ →⎯
∞
∞−

=−

+∞=−

−−∞→−−∞→−−∞→−∞→

+∞→

xxxxxx

x

x

x

x

ee
x

e
xex

ex
 

per cui la funzione presenterà un asintoto orizzontale sinistro di equazione 0=y . 

Vediamo se presenta asintoti obliqui, si ha: 

( )

( ) 011lim

11lim

=⋅=
−

+∞=⋅=
−

∞−

−∞→

∞+

+∞→

e
x

ex

e
x

ex

x

x

x

x
 

per cui la funzione non presenterà asintoti obliqui. 

In conclusione la funzione presenta solo un asintoto orizzontale sinistro di equazione 0=y .  
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r a 

x 

y 

Quesito 9 

Consideriamo la geometria del problema rappresentata nella figura a lato.   

La superficie di un toro è equivalente a quella di un cilindro avente  

per base la sezione circolare, di raggio r, del toro e per altezza la  

circonferenza di raggio a formata dai centri delle varie sezioni circolari  

del toro stesso, quindi la superficie è ararS 2422 πππ =⋅= . 

Possiamo ricavare la formula del volume del toro utilizzando  

l’integrazione definita. Consideriamo un riferimento xy  tale che  

l’asse x coincida con l’asse di rotazione suddetto, e il centro O 

della circonferenza di raggio r sia nel punto (0,a), con a > r. L’equazione  

di tale circonferenza è facilmente deducibile: 02 2222 =−+−+ raayyx . 

Per applicare le tecniche del calcolo integrale è utile pensare la  

circonferenza suddivisa in due semicirconferenze che possono  

essere viste come grafici delle seguenti funzioni: 

semicirconferenza y > a : 22 xray −+=  

                   semicirconferenza y < a : 22 xray −−=  

E’ chiaro che il volume V del toro può essere pensato come differenza tra il volume della figura che 

si ottiene ruotando di 360° intorno all’asse x la semicirconferenza superiore e il volume della figura 

che si ottiene ruotando di 360° intorno all’asse x la semicirconferenza inferiore:  

( ) ( )∫∫
−−

−−−−+=
r

r

r

r

dxxradxxraV
2

22
2

22 ππ  

Svolgendo i quadrati e utilizzando la linearità dell’operatore integrale e la simmetria delle funzioni, 

si può scrivere: 

∫∫ −=−=
−

rr

r

dxxradxxraV
0

2222 84 ππ  

Per il calcolo di ∫ −
r

dxxr
0

22  effettuiamo la sostituzione ϑsinrx = , ricordando che 

2
,00 πϑϑ =→==→= rxx . Si ha: 
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P(x,y) 

A 

B 

y 

x O 

l 
α

 
( )( )

44
2sin

22
2cos1cos

cossin1

22

0

2
2

0

2
2

0

22

2

0

22

0

22

rrdrdr

drrdxxr
r

πϑϑϑϑϑϑ

ϑϑϑ

πππ

π

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

==

=−=−

∫∫

∫∫
 

da cui 22
2

2
4

8 raraV πππ =⋅= . 

Quesito 10 

Consideriamo la figura  a lato in cui per semplicità  

il punto P(x,y) è stato considerato nel primo quadrante. 

Questa assunzione non lede la generalità della dimostrazione  

che effettueremo. Scegliamo il punto P(x,y) di modo che 

 l=PA  ed indichiamo l’angolo α=BÂO . Per i 

teoremi sui triangoli rettangoli deduciamo: 

( ) ( )la
xlax

l
yly

−
=→−=

=→=

αα

αα

coscos

sinsin
  

Elevando al quadrato entrambe le condizioni si ha: 
( )2

2
2

2

2
2 cos,sin

la
x

l
y

−
== αα , e ricordando 

l’identità trigonometrica fondamentale, 1cossin 22 =+ αα , si ricava 
( )

12

2

2

2

=+
− l

y
la

x  che è 

l’equazione canonica dell’ellisse di semiassi ( ) lla  ed − . In particolare se P è il punto medio di AB 

si ha 
2
al =  e l’ellisse degenera nella circonferenza di raggio 

2
al =  e di equazione 

4

2
22 ayx =+ . 

 

 


