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Soluzione 

 
1) 

Si consideri la figura sottostante, che rappresenta la questione geometrica: 

 

 

Il triangolo APB, essendo inscritto in una semicirconferenza è rettangolo, per cui 

)cos(2),sin(2 xrPBxrAP == . 

Ora 222 HCPHCP +=  con ( ))(cos122)cos( 2 xrrxPBBCHBHC +=+=+=  e 

)cos()sin(2)sin( xxrxPBPH == . 

Il rapporto richiesto è 
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Ora ricordiamo che 
)(tan1

1
)(cos,

)(tan1

)tan(
)cos()sin(

2
2

2 x
x

x

x
xx

+
=

+
= , per cui il rapporto può essere 

così scritto: 

)tan(cot4)tan(
)tan(

4
)tan(

)tan(

4)(tan
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)tan(
)(tan1
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22
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x
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xx
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+

+
+

=+=  

con la restrizione geometrica 






∈
2

,0
π

x . Si nota come il rapporto richiesto sia indipendente dal 

raggio ma solo funzione dell’angolo. 

2) 

Studiamo la funzione  
)tan(

4)(tan2

x

x
y

+=  nell’intervallo [ ]π2,0 : 

 Dominio: Zkkx
kx

kx

kx

x
∈≠⇔
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≠
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+≠

≠
,

2
22

0)tan(
π

ππ
π

ππ  e particolareggiando 

all’intervallo di studio [ ]π2,0  il dominio sarà: 
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 Intersezioni con gli assi: non ci sono intersezioni con gli assi; 

 Eventuali simmetrie: )(
)tan(
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x
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−
+=

−
+−=−   per cui 

la funzione è dispari; 

 Positività: 
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 Asintoti verticali:  
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Quindi le rette di equazione ππππ
2,

2

3
,,

2
,0 ===== xxxxx  sono asintoti verticali; 

 Asintoti orizzontali ed obliqui: non ce ne sono; 

 Crescenza e decrescenza: 
)(sin

4)(tan

)(cos)(sin

)(cos4)(sin

)(sin

4

)(cos

1
)('

2

2

22

22

22 x

x

xx

xx

xx
xy

−=−=−=  per 

cui nel dominio di definizione  

2)tan(2)tan(04)(tan0
)(sin

4)(tan
)(' 2

2

2

−<∪>⇒>−⇒>−= xxx
x

x
xy  le cui soluzioni 

nell’intervallo [ ]π2,0  sono: 

( ) ( ) )2arctan(2
2

3

2

3
)2arctan()2arctan(

22
)2arctan( −<<∪<<+∪−<<∪<< πππππππ

xxxx

 

Quindi la funzione presenta i massimi nei punti ( ) ( )4),2arctan(2,4),2arctan( −−−− ππ  ed i 

minimi nei punti ( ) ( )4),2arctan(,4),2arctan( +π ; 

La derivata seconda è 
)(cos)(sin

)(cos8)(sin2

)(sin

)cos(8

)(cos

)sin(2
)(''

33

44

33 xx

xx

x

x

x

x
xy

+=+=  per cui essa non si 

annulla mai, cioè la funzione non presenta flessi. 

 

Il grafico è sotto presentato: 
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3) 

Dalla figura soprastante emerge che il rapporto 
)tan(

4)(tan2

x

x
y

+=  nell’intervallo 








2
,0
π

 assume 

valore minimo per '26634349.63)2arctan( °=°≅=x . 

 

4) 

L’area richiesta è rappresentata nella figura sottostante con A: 
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Tale area è pari a:  
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Soluzione 
 
1) 

Studiamo la funzione ( )4ln 2 −= xy . 

 Dominio: ( ) ( )+∞∪−∞−∈⇔>−⇔






≥−

>−
,22,04

04

04 2

2

2

xx
x

x
; 

 Intersezione asse delle ascisse: ( ) 51404ln 22 ±=⇔=−⇔=−= xxxy ; 

 Intersezione asse delle ordinate: non esistono visto il dominio di definizione; 

 Eventuali simmetrie: la funzione è pari visto che 

( ) ( ) )(4ln4ln)( 22 xfxxxy =−=




 −−=− ; 

 Positività: 

( ) 55
55

22

14

22
04ln

2

2 >∪−<⇔




>∪−<

>∪−<
⇔







>−

>∪−<
⇔>−= xx

xx

xx

x

xx
xy  

 Asintoti verticali: ( ) ( ) −∞==−=− +

−→→ −+
)0ln(4lnlim4lnlim 2

2

2

2
xx

xx
 per cui le rette 2±=x  

sono asintoti verticali; 

 Asintoti orizzontali: non ce ne sono; infatti ( ) +∞=−
±∞→

4lnlim 2x
x

; 

 Asintoti obliqui: non ce ne sono; infatti, se esistessero avrebbero equazione  qmxy += , ma 

nel nostro caso     
( ) ( )[ ] +∞=−==

−
=−=

±∞→±∞→±∞→
4lnlim,0

4
lim

4ln
lim 2

2

2

xq
x

x

x

x
m

xx

H

x
; 

 Crescenza e decrescenza: la funzione ( )4ln 2 −= xy  nel dominio di definizione può essere 

scritta come ( )4ln
2

1 2 −= xy  la cui derivata è 
4

)('
2 −

=
x

x
xy , per cui nel dominio di 

definizione ( ) ( )+∞∪−∞−∈ ,22,x  la funzione risulta essere sempre crescente; la derivata 
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seconda è pari a ( ) ( )22

2

22

22

4

4

4

24
)(''

−
−−=

−
−−=

x

x

x

xx
xy  ed essa non si annulla mai, per cui non ci 

sono flessi.  

Il grafico è sotto presentato: 

 

 

2) 

Dobbiamo calcolare le tangenti nei punti ( ) ( )0,5,0,5 −== AB . 

Le due tangenti avranno equazioni )5)(5(': −= xfys  e )5)(5(': +−= xfyt  con 

( ) ( ) 5
4

5',5
4

5'
5

2
5

2
−=






−
=−=






−
=

−== xx x

x
f

x

x
f  per cui le tangenti saranno 

)5(5: −= xys  e )5(5: +−= xyt  come sotto rappresentato: 
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Le due tangenti di equazione )5(5: −= xys  e )5(5: +−= xyt  si intersecano nel punto 

( )5,0 −=D  per cui l’area del triangolo ABD sarà: 55
2

5*52 ==ABDA . 

3) 

La derivata prima è 
4

)()('
2 −

==
x

x
xgxy , per cui studiamo la funzione derivata prima. 

 Dominio: ( ) ( ) ( )+∞∪−∪−∞−∈⇔≠− ,22,22,042 xx ; 

 Intersezione asse delle ascisse: 00
4

)(
2

=⇔=
−

= x
x

x
xg ; 

 Intersezione asse delle ordinate: 00 =⇒= yx ; 

 Eventuali simmetrie: la funzione è dispari, infatti 
( )

( )
)(

44
)(

22
xg

x

x

x

x
xg −=

−
−=

−−
−=− ; 

 Positività: ( ) ( )+∞∪−∈⇔>
−

= ,20,20
4
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2

x
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x
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 Asintoti verticali: 
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per cui le rette 2±=x  sono asintoti verticali; 

 Asintoti orizzontali : 0
4

lim
2

=
−±∞→ x

x
x

 per cui la retta 0=y  è asintoto orizzontale; 

 Asintoti obliqui: non ce ne sono; infatti, se esistessero avrebbero equazione  qmxy += , 

ma nel nostro caso     0
4

1
lim4lim

2

2

=
−

=−=
±∞→±∞→ xx

x

x

m
xx

; 

 Crescenza e decrescenza: ( ) ( )22

2

22

22

4

4

4

24
)('

−
−−=

−
−−=

x

x

x

xx
xg  per cui nel dominio di 

definizione la funzione 
4

)()('
2 −

==
x

x
xgxy  è sempre decrescente; la derivata seconda 

è 
( )

( ) 00
4

122
)(''

22

2

=⇔=
−

+= x
x

xx
xg  per cui (0,0) è un flesso. 

 

Il grafico è di seguito presentato: 

 

 

 

4) 

L’area da calcolare è sotto rappresentata con S: 
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Tale area sarà pari a: 
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Soluzione 

 
1) 

Il dominio della funzione ( ) 4

1
2 3 −−= xxxy  è dato dalla risoluzione del sistema seguente: 

 

( ) ( ) ( )+∞∪∪∞−∈⇔




≠
>∪<

⇔






≠−
>−

,44,30,
4

30

04

032

x
x
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x
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In realtà la funzione ( ) 4

1
2 3 −−= xxxy  è prolungabile per continuità da destra in 3=x  e da sinistra 

in 0=x : infatti ( ) ( ) 03lim,03lim 4

1
2

0

4

1
2

3
=−=− −

→
−

→ −+
x

x

x

x
xxxx . 
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2) 
 

Dobbiamo calcolare il limite 
13

33
lim

1 ++−
−++

→ xx

xx
x

. Esso può essere risolto sia senza applicare il 

teorema di De L’Hopital che applicandolo. Risolviamolo in ambo i modi: 
 

• Senza applicare de L’Hopital: poniamo 33 2 −=⇒=+ txtx  per cui 
 

( )
( ) ( )( )

( )( ) ( )( )
( ) ( )

( )

3)3(lim

42

)3)(42(
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→
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• Applichiamo de L’Hopital: 

 

3

4

1
4

3

4

1

2

1
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1
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−

+
=

+
−

+
+

=
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xx
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H

x
 

 
3) 
 

Applichiamo la definizione di derivata nel punto 1−=x  alla funzione 
2

2

1

1
)(

x

x
xf

+
−= : 

1
)1(1

)2(
lim

)1(1

)2(

lim

)1(1

2
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)1()1(
lim)1('
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=
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−

=
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Per vedere se i calcoli effettuati sono giusti possiamo calcolare la derivata direttamente senza 

passare per il limite del rapporto incrementale: 

1
)1(

4
)1('

)1(

4

)1(

)1(2)1(2
)('

1
22

2222

22

=








+
−=−

⇒
+

−=
+

−−+−=

−=x
x

x
f

x

x

x

xxxx
xf

 

4) 

Si consideri la figura sottostante: 

 

 

Calcoliamo i punti C e D dati dall’intersezione dell’ellisse con la retta di equazione 10, <<= kky :  

( ) ( )

( )( ) ( )( )kkDkkC

kxkx
ky

yx
DC

,13,,13

1319
99

:,

22

222
22

−−=−=

⇒−±=⇒−=⇒




=
=+

 

L’area del trapezio isoscele ABCD è : 
2

*)( CHCBAB
S

+=  dove kCHkCDAB =−== ,16,6 2  

per cui l’area sarà: ( ) 10  ,113
2

*)(
)( 2 <<−+=+= kkk

CHCBAB
kS . 

Per la massimizzazione dell’area calcoliamo la derivata prima: 

( ) ( ) [ ]
2

22

2

222

2

2

1

2113

1

31313

1
3113)('

k

kk

k

kkk

k

k
kkkS

−

−+−=
−

−−+−=









−
−+−+=  

Studiamo la monotonia: sapendo per ipotesi che 10 << k  allora 

[ ]
02110

1

2113
)(' 22

2

22

>−+−⇒>
−

−+−= kk
k

kk
kS , per cui va risolta questa disequazione 

irrazionale 121 22 −>− kk . Tale disequazione ha come soluzione l’unione delle soluzioni dei due 
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sistemi seguenti: 

( )

2

3
0

2

3

2

1

2

1
0

2

3
00

2

3

2

1

2

1

10

2

1

2

1

11

10

034

2

1

2

1

10

2

1

2

1

11

10

211

012

10

012

01

10

24

222

2

2

2

<<

⇔<≤∪<<

⇔















<<∪<<−

≥∪−≤

<<

∪














<<−

≤≤−
<<

⇔













<−

≥∪−≤

<<

∪














<<−

≤≤−
<<

⇔








+−>−

≥−

<<

∪








<−

≥−

<<

k

kk

kk

kk

k

k

k

k

kk

kk

k

k

k

k

kk

k

k

k

k

k

 

Quindi il massimo dell’area lo si ha per 
2

3=k  e l’area vale 

4

39

2

3

2

33

4

3
11

2

3
3

2

3 =






=







−+










=









A . 

5) 

Si consideri la figura sottostante: 

 

Per il teorema di Pitagora si ha 222 cba =+  per cui moltiplicando ambo i membri per π  si ha 

222 cba πππ =+  cioè la somma delle aree dei cerchi di raggi pari ai cateti è pari all’area del cerchio 

di raggio pari all’ipotenusa. Per cui la proposizione è vera. 
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6) 

Si vuole studiare la continuità della funzione  









=

≠
















=
00

0      
1

sinsin
)(

2

         x                    

  x
x

x
xf  

nel punto 0=x . 

Calcoliamo il limite seguente : 






=















+∞→

=

→ + t

t

x
x

t

x
t

x

)sin(
sinlim

1
sinsinlim 2

1

2

0
. 

Ora , essendo la funzione seno limitata ed in particolare 1)sin(1 ≤≤− t , allora per +∞→t  

possiamo scrivere 
tt

t

t

1)sin(1 ≤≤−  e passando al limite si ha 

0
)sin(

lim0
1

lim
)sin(

lim
1

lim ≤




≤⇒






≤




≤






−
+∞→+∞→+∞→+∞→ t

t

tt

t

t tttt
 e per il teorema del confronto o dei 

carabinieri si ha 0
)sin(

lim =





+∞→ t

t
t

, per cui 0)0(sin
)sin(

sinlim
1

sinsinlim 22

1

2

0
==







=















+∞→

=

→ + t

t

x
x

t

x
t

x
. 

Analogamente 0
1

sinsinlim 2

0
=
















−→ x

x
x

 per cui la finzione )(xf  è continua nel punto 0=x . 

7) 

Il volume richiesto, per il teorema di Guldino, è: 

( ) [ ] ππππ π
ππ

2)cos()sin()sin( 0

00

2
=−=== ∫∫ xdxxdxxV  

8) 

Dobbiamo ricavare i coefficienti a,b in modo che la funzione 
3

62

+
+=

bx

ax
y  presenti come asintoto la 

retta 3+= xy . Si deve imporre: 

13
3

3

63
lim

3

6
lim

1
3

6
lim3

6

lim

2

2

2

2

−==⇒=−=






+
+−=








−

+
+=

=⇒==
+
+=+

+

=

±∞→±∞→

±∞→±∞→

ba
aax

x
x

ax

ax
q

ba
b

a

xbx

ax

x
bx

ax

m

xx

xx  

Per cui la funzione è 
3

62

+−
+−=

x

x
y . Tale funzione presenta come dominio }3{−R , interseca l’asse 

delle ascisse in ( )0,6± , quello delle ordinate in (0,2), è positiva per 366 >∪<<− xx , ha 
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come asintoto verticale la retta 3=x , come asintoto obliquo la retta 3+= xy , ha l’ascissa del 

massimo in 33−=x  e l’ascissa del minimo in 33+=x  e non presenta flessi. Il suo grafico è 

sotto presentato: 

 

9) 

Il teorema di Lagrange (o del valor medio) afferma che se una funzione reale di variabile reale è 

continua in un intervallo [a; b] e derivabile in (a; b), esiste almeno un punto interno all'intervallo in 

cui la tangente al grafico della funzione è parallela alla retta che congiunge i punti del grafico 

corrispondenti agli estremi dell'intervallo [a;b]. Questa è l’interpretazione geometrica del teorema di 

Lagrange. 

In modo più formale: 

• Sia Rbaf →],[:  

• continua in [a, b] 

• derivabile in (a, b) 

allora in queste ipotesi  ( ) ( )
ab

afbf
cfbac

−
−=∈∃ )()(

:, ' . 

La funzione 20,83 ≤≤−= xxy  è continua e derivabile in tutto R ed in particolare nell’intervallo 
[0,2] per cui ad essa è applicabile il teorema di Lagrange, cioè 
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( ) ( )
2

)0()2(
:2,0 ' ff

cfc
−=∈∃  

 

Ora 23)(',0)2(,8)0( ccfff ==−=  per cui si deve risolvere l’equazione 
3

2
43 2 ±=⇒= cc  di 

cui solo 
3

2=c  è accettabile perché interno all’intervallo [0,2].  In tal caso la tangente alla curva 

83 −= xy  all’ascissa 
3

2=x  sarà 
( )

9

938

3

2
4:

−+






 −= xyt . 

Lo stesso discorso vale se ci mettiamo nell’intervallo [-2,0] in cui il teorema di Lagrange sarà 

valido per 
3

2−=c , accettabile perché interno all’intervallo [-2,0]. In tal caso la tangente alla 

curva 83 −= xy  all’ascissa 
3

2−=x  sarà 
( )

9

938

3

2
4:

+−






 += xys . 

 
In ambo i casi il grafico sotto presentato conferma l’interpretazione geometrica del teorema stesso: 
 
 

 
10) 

Calcoliamo l’integrale 

[ ]
( )

Kxxx

dxdxxdxxx

dxdxxdxxxdxx

dxdxxdxxx

dxdxxdxxdxxx

++−−=

=+−−=

=+−−=

=+−−=

=+−=+−

∫∫∫

∫∫∫∫

∫∫ ∫

∫∫ ∫ ∫

2)sin(2)(sin
3

1

2)cos(2)(sin)cos(

2)cos(3)(sin)cos()cos(

2)cos(3)(sin1)cos(

2)cos(3)(cos2)cos(3)(cos

3

2

2

2

33
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Quindi i coefficienti richiesti per confronto sono 







−=

−=

2
3

1

b

a
. 


